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ВВЕДЕНИЕ
Предлагаемое методическое пособие представляет собой сборник задач по математике. Задачи по каждой рассматриваемой теме предваряются изложением теоретического материала и разобранными примерами.

Самостоятельные работы над предложенным учебным материалом помогут студентам выполнить необходимые контрольные работы и подготовиться к сдаче итогового экзамена.

[image: image1.png]



1. Краткий теоретический справочник

1.1. Формулы сокращенного умножения
1) (a+b)2=a2+2ab+b2
2) (a-b)2=a2-2ab+b2
3) a2-b2=(a-b)(a+b)
4) a3-b3=(a-b)(a2+ab+b2)
5) a3+b3=(a+b)(a2-ab+b2)
6) (a+b)3=a3+3a2b+3ab2+b3
7) (a-b)3=a3-3a2b+3ab2-b3
1.2. Квадратное уравнение

ax2 + bx + c =0

D=b2 – 4ac –дискриминант;

X1,2=[image: image3.png]


  - корни уравнения;

ax2 + bx + c =a(x-x1)(x-x2) – разложение квадратного трехчлена на множители

1.3. Решение прямоугольного треугольника


[image: image4.png]



C = 90˚ 
a и b - катеты; 
c - гипотенуза.
Теорема Пифагора: a2 + b2 = c2

sin A=[image: image6.png]



сos A=[image: image8.png]SN s




tg A=[image: image10.png]



ctg A=[image: image12.png]



2. Рациональные уравнения

2.1. Краткие теоретические сведения

Алгоритм решения рационального уравнения
1) Перенести все члены уравнения в одну часть
2) Преобразовать эту часть уравнения к виду алгебраической дроби[image: image14.png]p(x)
ax)




3) Решить уравнение p(x)=0

4) Для каждого корня уравнения p(x)=0 сделать проверку: удовлетворяет ли оно условию q(x) ≠0 или нет. Если да, то это – корень заданного уравнения; если нет, то это – посторонний корень и в ответ его включать не следует.
2.2. Примеры решения задач

☺ Пример 1. Решить уравнение

[image: image16.png]


 +[image: image18.png]


 = [image: image20.png]252




Решение. Будем действовать в соответствии с алгоритмом.
1) Преобразуем уравнение к виду

[image: image22.png]


 +[image: image24.png]


 - [image: image26.png]x(2—%)



 =0

2) Выполним преобразования левой части этого уравнения:

[image: image28.png]


 +[image: image30.png]


 - [image: image32.png]x(2—%)



 = [image: image34.png]4x+x(2-x)-8
2x(2—%)



 = [image: image36.png]—x% +6x-8
2x(2—%)



 =[image: image38.png]x% —6x+8
2x(2-x)





Таким образом, заданное уравнение принимает вид [image: image40.png]x% —6x+8
2x(2-x)




 =0

3) Решим уравнение х2 - 6x + 8 = 0. Находим

D=b2-4ac=(-6)2-4∙8=36-32=4

x1,2= [image: image42.png]~b+VD

2a




 ; x1=[image: image44.png]


= 4; x2=[image: image46.png]


 =2.

4) Для найденных значений проверим выполнение условия  2x(x-2) ≠ 0 . Число 4 этому условию удовлетворяет, а число 2 — нет. Значит, 4 — корень заданного уравнения, а 2 — посторонний корень. 
О т в е т: 4.☻
2.3. Задания для самостоятельной работы

Вариант №1

1. Решите уравнение [image: image47.png]2x+3

x?—2x



-[image: image48.png]X2 +2x



=0

2. Решите уравнение [image: image49.png]



3. Решите уравнение  [image: image50.png]



4. Решите уравнение [image: image51.wmf]0
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5. Решите уравнение [image: image52.wmf]0
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6. Решите уравнение [image: image53.wmf]4
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7. Решите уравнение [image: image54.wmf]x
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8. Решите уравнение [image: image55.wmf]0
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9. Решите уравнение [image: image56.wmf]4
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10. Решите уравнение [image: image57.wmf]1
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11. Решите уравнение [image: image58.wmf]1
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12. Решите уравнение [image: image59.wmf]2
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13. Решите уравнение [image: image60.wmf]2
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14. Решите уравнение [image: image61.wmf]y
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Вариант №2

1. Решите уравнение [image: image62.png]2x+4

X —X



-[image: image63.png]


=0

2. Решите уравнение  [image: image64.png]T —42%=0




3. Решите уравнение  [image: image65.png]



4. Решите уравнение [image: image66.wmf]1
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5. Решите уравнение [image: image67.wmf]x
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6. Решите уравнение [image: image68.wmf]1
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7. Решите уравнение [image: image69.wmf]0
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8. Решите уравнение [image: image70.wmf]1
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9. Решите уравнение [image: image71.wmf]2
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10. Решите уравнение [image: image72.wmf]x
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11. Решите уравнение [image: image73.wmf]1
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12. Решите уравнение [image: image74.wmf]2
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13. Решите уравнение [image: image75.wmf]1
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14. Решите уравнение [image: image76.wmf]3
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3. Иррациональные уравнения

3.1. Краткие теоретические сведения

Возведение в степень.
При решении иррационального уравнения с радикалом четной степени возможны два пути:

1)  использование равносильных преобразований
для уравнения вида [image: image77.png]N =glx)




[image: image79.png]V)



 = g(x)[image: image81.png]{f ) =g%(x)
9020




Для уравнения вида [image: image82.png]NITOENERS




[image: image84.png]V)



=[image: image86.png]10 gy 26



или [image: image88.png]{f () =g
f0 =0




2)  после возведения в степень выполняется проверка, так как возможно появление посторонних корней.
3.2. Примеры решения задач

☺ Пример 1: [image: image89.png]3rt3=x-1




[image: image91.png]V—3x+3



=x-1 [image: image93.png]9{3’3": (171)26{12+172:0
x-120 x=1




x2+x-2=0

D=b2-4ac=(1)2-4∙(-2)=1+8=9
x1,2= [image: image95.png]~b+VD

2a




 ; x1=[image: image97.png]


= 1; x2=[image: image99.png]


 = -2
Корень x2= -2 не подходит, так как по условию у нас известно, что[image: image101.png]


.

Ответ: x=1☻
☺ Пример 2: [image: image102.png]JI-52 -2z =





[image: image104.png]


=[image: image106.png]Vaxe {1750 2
212021(_}{512+2177: 0
x=0




[image: image107.png]5x* +2x—7=0




D=b2-4ac=(2)2-4∙(-7)∙5=4+140=144
x1,2= [image: image109.png]~b+VD

2a




 ; x1=[image: image111.png]2+/144
10




= 1; x2=[image: image113.png]2-144
10




 = -1,4
Корень x2= -1,4 не подходит, так как по условию у нас известно, что[image: image115.png]


.

Ответ: x=1☻
3.3. Задания для самостоятельной работы

Вариант 1.

Решить уравнения:

а) [image: image116.png]AV2x-1=3



;

б) [image: image117.png]Jx+1=0



;

в) [image: image118.png]V3+x =3-Xx



;

г) [image: image119.png]Vax? +5x -2 =2



;

д) [image: image120.png]Vx?+4x—-50=3



.

е) [image: image121.png]


;

ж) [image: image122.png]X< —=1=



;

з) [image: image123.png]V2x-1=x-2



;

и) [image: image124.png]V23+3x-5x° =3



;

к) [image: image125.png]IUx? +14x-16 =4



.
Вариант 2.

а) [image: image126.png]


;

б) [image: image127.png]V2x —1=+/5



;

в) [image: image128.png]5-x=x-5



;

г) [image: image129.png]Vx2+x+4=4



;

д). [image: image130.png]J19-x* =3



.

е) [image: image131.png]


;

ж) [image: image132.png]J5=+/x2-4a



;

з) [image: image133.png]AV4x +5=2x+1



;

и) [image: image134.png]Vx?-x-3=3



;

к). [image: image135.png]3x*—26=1



.

4. Показательные уравнения

4.1. Краткие теоретические сведения

Свойства показательных уравнений

При а>0, b>0.
1. а0 = 1, а1= а.

2. аm/n= [image: image136.png]


, где m и n– натуральные числа.

3. a-n = 1/ аn
4. an × am = an+m
5. an/am = an-m
6. (an)m = an-m
7. (ab)n = an×bn
8. (a/b)n = an/bn.

Алгоритм решения показательных уравнений:
1. Изначально необходимо проверить одинаковые ли основания у 
уравнения справа и слева. Если основания не одинаковые, то воспользоваться свойствами показательных степеней.
2. После того как основания станут одинаковыми, приравниваем степени и решаем полученное новое уравнение.

4.2. Примеры решения задач

☺ Пример 1.2х+2 = 24
Основания в левой и правой части уравнения одинаковые и равны  числу 2, значит,  мы можем утверждать, что равныи показатели  степени.

x+2=4 
Получилось простейшее уравнение.
x=4 — 2
x=2
Ответ: x=2☻
☺ Пример 2.33х — 9х+8 = 0

Для начала переносим второе слагаемое в правую часть равенства, получаем:

33х = 9х+8
Теперь нужно сделать одинаковые основания. Мы знаем, что 9=32 . Воспользуемся формулой 6 и получим:
9х+8 =(32)х+8 =3 2х+16
33х = 3 2х+16
Теперь видим, что в левой и правой части основания одинаковые, значит мы можем  приравнять степени.

3x=2x+16 
Получили простейшее уравнение
3x — 2x=16
x=16
Ответ: x=16.☻
☺ Пример 3.9х – 12*3х +27= 0
Преобразуем выражение 9хи воспользуемся формулой 6.
9х = (32)х = 32х
Получаем уравнение:
32х — 12•3х +27 = 0

Основания у нас одинаковы. В данном примере видно, что у первой тройки степень в два раза (2x) больше, чем у второй (просто x). В этом случае можно воспользоваться  методом замены переменной. Число с наименьшей степенью заменяем:

3х = t

Тогда 32х = (3х)2 = t2
В результате такой замены уравнение примет вид:

t2 — 12t+27 = 0.
Получили квадратное уравнение. Найдем дискриминант:

D=b2-4ac=(12)2-4∙27=144-108=36
t1,2= [image: image138.png]~b+VD

2a




 ; t1=[image: image140.png]12+/36



= 9; t2=[image: image142.png]12-/36



 = 3
Возвращаемся к переменной x и получаем уравнение вида:
 3х=9 [image: image144.png]


3х = 32[image: image146.png]oxl =2




3х = 31[image: image148.png]ox2 =1




Ответ: х1 = 2; х2 = 1.☻

4.3. Задания для самостоятельной работы

Вариант 1

1. [image: image149.png]54x7 _ 125



;

[image: image150.png]


;

2. [image: image151.png]3X+1
_3x1 =
=78



;

3. [image: image152.png]16 -18-4*+32=0



;

4. [image: image153.png]2

14x +7x-8 =1



.

5. 43-2x=42-x
6. 2 5x+1=42x

7. 53=25x+0,5
8. 8x=4x-1
9. 2x=32
10. ([image: image155.png]


)2x =[image: image157.png]



Вариант 2

1. 4x+ 2x- 24=0

2. 9x- 4∙3x- 45=0

3. 4x- 3∙2x= 40

4. 24x- 50∙22x= 896

5. 72x- 6∙7x - 7 =0

6. 9x -8∙3x –9=0

7. 16x +4∙4x -5=0

8. 4x - 9∙2x + 8=0

9. 36x  - 4∙6x - 12=0

10. 64x – 8x - 56=0

5. Логарифмические уравнения

5.1. Краткие теоретические сведения

Уравнение, содержащее неизвестное под знаком логарифма или (и) в его основании, называется логарифмическим уравнением.

Простейшим логарифмическим уравнением является уравнение вида

	loga x = b.
	(1)


Утверждение 1. Если a > 0, a ≠ 1, уравнение (1) при любом действительном b имеет единственное решение x = ab.

Свойства логарифмов

Основное логарифмическое тождество:

P1. [image: image158.png]



где a > 0, a ≠ 1 и b > 0.
P2. Логарифм произведения положительных сомножителей равен сумме логарифмов этих сомножителей:

loga N1·N2 = loga N1 + loga N2       (a > 0, a ≠ 1, N1 > 0, N2 > 0).

Замечание. Если N1·N2 > 0, тогда свойство P2 примет вид

loga N1·N2 = loga |N1| + loga |N2|       (a > 0, a ≠ 1, N1·N2 > 0).

P3. Логарифм частного двух положительных чисел равен разности логарифмов делимого и делителя

[image: image159.png]1%1" = log, Ny — log, Ny



       (a > 0, a ≠ 1, N1 > 0, N2 > 0).

Замечание. Если [image: image160.png]>0



, (что равносильно N1N2 > 0) тогда свойство P3 примет вид

[image: image161.png]|~ log, [ N2}
L= log, [Ny
08, 3~



       (a > 0, a ≠ 1, N1N2 > 0).

P4. Логарифм степени положительного числа равен произведению показателя степени на логарифм этого числа:

loga N k = k loga N         (a > 0, a ≠ 1, N > 0).

Замечание. Если k - четное число (k = 2s), то

loga N 2s = 2s loga |N|       (a > 0, a ≠ 1, N ≠ 0).

P5. Формула перехода к другому основанию:

[image: image162.png]log

N

_ logy ¥
" Togya



       (a > 0, a ≠ 1, b > 0, b ≠ 1, N > 0),

5.2. Примеры решения задач

☺ Пример 1. Решить уравнения:

a) log2 x = 3,       b) log3 x = -1,       c) [image: image163.png]logy





Решение. Используя утверждение 1, получим 
a) x = 23 или x = 8; 
 b) x = 31 или x = 1/3;  
   c) [image: image164.png]


 или x = 1.☻
☺ Пример 2.Решить уравнения

	a) log2(5 + 3log2(x - 3)) = 3, 


Решение. a) Логарифмом положительного числа b по основанию a (a > 0, a ≠ 1) называется степень, в которую нужно возвести число a, чтобы получить b. Таким образом, logab = c , т.е. b = ac и, следовательно,

5 + 3log2(x - 3) = 23
или
3log2(x - 3) = 8 - 5,       log2(x - 3) = 1.

Опять используя определение, получим
x - 3 = 21,     x = 5.

Проверка полученного корня является неотъемлемой частью решения этого уравнения:

log2(5 + 3log2(5 - 3)) = log2(5 + 3log22) = log2(5 + 3) = log28 = 3.

Получим истинное равенство 3 = 3 и, следовательно, x = 5 есть решение исходного уравнения.☻
☺ Пример 3. Решить уравнения

	a) log3x + log3(x + 3) = log3(x + 24),


Решение. a) ОДЗ уравнения определяется как решение системы неравенств 

	[image: image165.png]



	x > 0,

	
	x+3 > 0,

	
	x+24 > 0.


Используя свойство получим

[image: image167.png]logs x(x + 3) = log;(x + 24) &



x(x+3)=x+24[image: image169.png]


x2+3x-x-24=0[image: image171.png]


x2+2x -24=0Место для формулы.
D=b2-4ac=(2)2-4∙(-24) =4+96=100
x1,2= [image: image173.png]~b+VD

2a




 ; x1=[image: image175.png]2+/100




= 4; x2=[image: image177.png]2-4/100




 = -6
По ОДЗ оба корня подходят.☻
5.3. Задания для самостоятельной работы

Вариант 1
1. Вычислите [image: image178.png]log, L

81



.

2. Вычислите [image: image179.png]log, 8



.

3. Вычислите [image: image180.png]110000



.

4. Вычислите [image: image181.png]log, .5



.

5. Найдите значение выражения [image: image182.png]log,, 48 +log,, 3



.

6. Вычислите [image: image183.png]log,, 484 —log,, 4



.

7. Вычислите [image: image184.png]210g2 5



.

8. Вычислите [image: image185.png]log,125
log,5



.

9. Известно, что [image: image186.png]log a29



=24. Найдите [image: image187.png]log, 293



.

Вариант 2
1. Вычислите [image: image188.png]1
log, a



.

2. Вычислите [image: image189.png]log, 8



.

3. Вычислите [image: image190.png]1g0,001



.

4. Вычислите [image: image191.png]logn‘,, 2



.

5. Найдите значение выражения [image: image192.png]log,,16+1og,, 9



.

6. Вычислите [image: image193.png]log,, 363 —1log,, 3



.

7. Вычислите [image: image194.png]7]ug7 24



.

8. Вычислите [image: image195.png]log 64
log; 4



.

9. Известно, что [image: image196.png]loga23



=24. Найдите [image: image197.png]log, 233



.

Вариант 3
Решить уравнения:

1. [image: image198.png]log, x=2



.

2. [image: image199.png]log,(log; x) =0



.
3. [image: image200.png]log, (4x+1)=-2

3




 
4. [image: image202.png]log,(x — 5)



+[image: image204.png]log, (x + 2)



 = 3,

5. [image: image206.png]log, x°



- [image: image208.png]


 = 3.

6. [image: image210.png]logs (x — 2)



+[image: image212.png]log;(x + 6)



 = 2,

7. [image: image214.png]log

2X



+ [image: image216.png]log; x*



 = 8.

8. [image: image218.png]lg (x — 2)



+[image: image220.png]


 = [image: image222.png]g 3



,

9. [image: image224.png]log 057



=[image: image226.png]logg,5 X



 .

10. [image: image228.png]g (x — 5)



+[image: image230.png]g (x + 5



)=0,

11. [image: image232.png]log ,

2



=[image: image234.png]log, x



 .

12. [image: image236.png]lg (x— 1)



+[image: image238.png]lg (x +1)



 =0,

Вариант 4
Решить уравнения

1. [image: image239.png]log, x=3



.

2. [image: image240.png]lng(IOgs x)=0



.

3. [image: image241.png]log,s(3x+1) =-2




4. [image: image243.png]log

2z

32X



-3[image: image245.png]logs x + 2



 =0.

5. [image: image247.png]log, (x—2)



+[image: image249.png]log, (x—3)



 =0,

6. [image: image251.png]loggs(2x — 3)



 = -2.

7. [image: image253.png]log; (5—x)



+[image: image255.png]log; (—1—x)



 =3,

8. [image: image257.png]lgx+1gx°



 = [image: image259.png]lg 9x



.

9. [image: image261.png]log,(x—7)



= [image: image263.png]log, (11 — x)



 ,

10. [image: image265.png]


 + [image: image267.png]lg 4x



= 2 +[image: image269.png]


.

11. [image: image271.png]logg 5(x” + %)



= -1,

12. [image: image273.png]log

X



+ [image: image275.png]logs x



 = 2.
6. Производная 

6.1. Краткие теоретические сведения

Произво́дная (функции в точке) — основное понятие дифференциального исчисления, характеризующее скорость изменения функции (в данной точке). Функцию, имеющую конечную производную (в некоторой точке), называют дифференцируемой (в данной точке).Процесс вычисления производной называется дифференци́рованием.

Правила дифференцирования

[image: image276.png]



[image: image277.png]



[image: image278.png]


 
[image: image279.png]&

(w(x) = 0).





Таблица производных

[image: image280.png]1
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1
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6.2. Примеры решения задач

☺ Пример 1. Найти производную функции

[image: image281.png]X+sinx



.

Решение. Известно,  что производная суммы функций есть сумма производных слагаемых, т. е.

[image: image282.png](x+sin x)'= x4 (sinx)



.

По таблице производных находим, что производная "х" равна единице, а производная sinx=cosx. Получаем искомую производную:

[image: image283.png](x+sin x)'= x'+(sin x)' = 1+cos x



.☻
☺ Пример 2. Найти производную функции

[image: image284.png]5-Tx



.

Решение. Находим как производную суммы, в которой второе слагаемое с постоянным множителем, его можно вынести за знак производной:

[image: image285.png](5-7x)'=5%(-7)'=5%(-T)x'=
= 0+(-7)e1=7




☻

6.3. Задания для самостоятельной работы

В-1
Найти значение производной в точке х0
а) f(x) = [image: image286.png]e



х4 -3x2+5, x0 = -3;

б) [image: image287.png]Sf(x)=

X -1
2x+1

H



;

в) f(x) = (2x2+1) (4+х3), х0 = 1;

г) f(x)=2x·sinx-1, [image: image288.png]N




В-2
Найти значение производной в точке х0
а) f(x) = [image: image289.png]N —



x6 -3x2+2, x0 = 2;

б) [image: image290.png]S =

2
X
X

+1
-1’




;

в) f(x) = (x3-4) (3x2+1), х0 = 2;

г) f(x)=5x·cosx+2, [image: image291.png]1N




В-3
Найти значение производной в точке х0
а) f(x) = 4x2 +6x+3, x0 = 1;

б) [image: image292.png]S

1+x

P

X, =0



;

в) f(x) = (3x2+1) (3x2-1), х0 =1;

г) f(x)=2x·cosx, [image: image293.png]N




В-4
Найдите производные функций:

	1.       [image: image294.png]


.
	2.        [image: image295.png]


.

	3.        [image: image296.png]y a3 2y



.
	4.        [image: image297.png]2z



.

	5.        [image: image298.png]p=1 cosx



.
	6.        [image: image299.png]ar-b

s



.

	7.        [image: image300.png]


.
	8.        [image: image301.png]p="2sint— (' — Dcog



.

	9.        [image: image302.png]y=rnr-5
£



.
	


7. Производная сложной функции

7.1. Краткие теоретические сведения
[image: image303.png]@) =u'(v) v




Разбираемся. Прежде всего, обратим внимание на запись [image: image304.png]u(v)



. Здесь у нас две функции – [image: image305.png]


 и [image: image306.png]


, причем функция [image: image307.png]


, образно говоря, вложена в функцию [image: image308.png]


. Функция такого вида (когда одна функция вложена в другую) и называется сложной функцией.

Функцию [image: image309.png]


 я буду называть внешней функцией, а функцию [image: image310.png]


 – внутренней (или вложенной) функцией.

! Данные определения не являются теоретическими и не должны фигурировать в чистовом оформлении заданий. Я применяю неформальные выражения «внешняя функция», «внутренняя» функция только для того, чтобы Вам легче было понять материал.
7.2. Примеры решения задач

А) ☺ Найти производную функции [image: image311.png]y=(2x+1°




Как всегда записываем:
[image: image312.png]¥ =(2x+ D7)




Многочлен [image: image313.png](2x+1)



 – и есть внутренняя функция:
[image: image314.jpg]y= @5




И, только потом выполняется возведение в степень [image: image315.png]


, следовательно, степенная функция – это внешняя функция:
[image: image316.jpg]uw)





Согласно формуле [image: image317.png]@) =u'(v) v



, сначала нужно найти производную от внешней функции, в данном случае, от степени. Находим в таблице нужную формулу: [image: image318.png](2 = nx*?

1



. 
!!! Замечание: любая табличная формула справедлива не только для «х», но и для сложного выражения. 
Таким образом, результат применения правила дифференцирования сложной функции  [image: image319.png]@) =u'(v) v



 следующий:

[image: image320.png]Y= (x4 =5 2x+1t @2x+1)"




Снова подчеркиваю, что когда мы берем производную от внешней функции [image: image321.png]u'(v)



, внутренняя функция [image: image322.png]


 у нас не меняется:
[image: image323.jpg]5




Теперь осталось найти совсем простую производную от внутренней функции и немного «причесать» результат:

[image: image324.png]Y= (@x+D) =5 2x 4D 2x+1) =
=5.(2x+D*- (2+0)=10. 2x+*



☻
Б) ☺ Найти производную функции [image: image325.png]y=arctgdx




[image: image326.png]. 1 ot 1
= (eretg ) YA R ’1+x 2 2fx(+7)




В) Найти производную функции [image: image327.png]farctgx





[image: image328.png]‘ ‘ 1 " 1
= (Jarctgr) = ———(arctgn) = ————
Y= ) 2 farcigx (arctgx) 201+ x%).fJarctgx



☻
7.3. Задания для самостоятельной работы

a. f(x)= 42x-1;

b. f(x) = сos(4x+5);

c. f(x) = [image: image329.png]2x* -1



;

d. f(x) = [image: image330.png]


+2x.

e. f(x)= 34x + 2;

f. f(x) = 2sin (5х+2);

g. f(x) = [image: image331.png]3x* -2



;

h. f(x) = ln (3x2- x).

i. f(x)= 53x-4;

j. f(x) = sin (4x-7);

k. f(x) = [image: image332.png]V3x+2



;

l. f(x) = ln (x3+5x). 

m. [image: image333.png]2 v =1
f(x):(maxo




n. [image: image334.png]1
f(x):lntgx—2 —

NGRS

» X
sin” X




[image: image335.png]- 7T
f)=e™*5x =





o. [image: image336.png]



p. [image: image337.png]f(x)zx-exz;xozo




q. [image: image338.png]f(x)=x-V1+Xx°;x, = /3




r. [image: image339.png]f(x)=x-Inx—x;x, =e°




s. [image: image340.png]f(x)=—";x,=0
e




t. [image: image341.png]() =tg'x—ctgxix, =




u. [image: image342.png]3x
X, =3
2— X

f(x) =




v. [image: image343.png]f(X)=x-Vx"+x+2;x, =2




w. [image: image344.png]f(x)=

COS X
Y =

. b/
1—sIn x

0

| N




x. [image: image345.png]f()—

—4
x> +4

;X =—1




y. [image: image346.png]f (%)

X

1+e

b

X

=0




z. [image: image347.png]1« 2 4 T
X)=—tg X+—tg x+tgx;x, = —
f(x) -1 Sl 9% ==




aa. [image: image348.png]f(x)=e"

; X, =0




ab. [image: image349.png]X
X)=——;X, =2
f() 1+X2 0




ac. [image: image350.png]f(x)=sin” x; x, :%




ad. [image: image351.png]f(x)=sin4x-cos4dx;x, =0




ae. [image: image352.png]I+Xx

f(x)zln1

X, =3




af. [image: image353.png]f(x)=32x—x";x, =4




ag. [image: image354.png]1— X

f(x)=In -

; X, = 0,5




ah. [image: image355.png]f (x) = 3ctgx + ctg’x; x, = %




ai. [image: image356.png]f(x)=tg’x-tg3x; X, = %




aj. [image: image357.png]X

f(x)=2""";x,=0





ak. [image: image358.png]3x
Xy =3
2—X

f(x)=




al. [image: image359.png]- 7T
f)=e™*5x =




am. [image: image360.png]I+Xx

f(x)zln1

X, =3




an. [image: image361.png]() =tg'x—ctgxix, =




ao. [image: image362.png]f(x)=xInx—x;x, = ¢’




8. Интеграл 

8.1. Неопределенный интеграл

8.1.1. Краткие теоретические сведения

Свойства неопределенных интегралов

Основные свойства неопределенного интеграла

d(f(x)dx(f(x 1) )dx;
(dF(x) (F(x) (C;
([ f(x) (g(x)]dx((f(x)dx((g(x)dx;
( [ Af(x)]dx=A(f(x), где A=const

Таблица основных интегралов
[image: image363.png]0-dv=C
dx=[1-dx=x+C
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8.1.2. Примеры решения задач

☺ Пример 1. Вычислить неопределенный интеграл [image: image364.png]



Решение. Для решения данной задачи не нужно использовать свойства неопределенных интегралов, достаточно воспользоваться таблицей основных интегралов:

[image: image365.png][ @z

n+1

+C




В нашем случае [image: image366.png]


 , тогда искомый интеграл равен:

[image: image367.png]



Ответ. [image: image368.png]


☻
☺ Пример 2. Найти неопределенный интеграл [image: image369.png]



Решение. Введем замену [image: image370.png]1 + sin.




 и полученный интеграл находим как интеграл от степенной функции:

[image: image371.png]/(1+smx)5<mxdx

1+ sinz =

cos xdr = dt





[image: image372.png]



Сделаем обратную замену

[image: image373.png]! _ (1 4 sinx)” e

e

1+ sinz)” cos z
/( sing)” cos ade = = -




Ответ. [image: image374.png]/(1+nnn,~)’um:



☻

8.1.3. Задания для самостоятельной работы

Вариант 1

1. 
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8.2. Определенный интеграл

8.2.1. Краткие теоретические сведения

Определённым интегралом от непрерывной функции f(x) на конечном отрезке [a, b] (где [image: image441.png]


) называется приращение какой-нибудь её первообразной на этом отрезке. При этом употребляется запись

[image: image442.png]2
] F(@dx.




Числа a и b называются соответственно нижним и верхним пределами интегрирования, а отрезок [a, b] – отрезком интегрирования.

Таким образом, если F(x) – какая-нибудь первообразная функция для f(x), то, согласно определению,

[image: image443.png]&
[rax=F@®)-F@)



          (1)  

Равенство (1) называется формулой Ньютона-Лейбница. Разность F(b) – F(a) кратко записывают так:

[image: image444.png]PR




Поэтому формулу Ньютона-Лейбница будем записывать и так:

[image: image445.png]2
[dr=F.



                 

8.2.2. Примеры решения задач

☺ Пример 1. Вычислить определенный интеграл
[image: image446.png]2
[
1




Решение:
[image: image447.png]2
i2x’dxf2[ ’dx‘fgo?)\kf(f 13), (8 =
1





(1) Выносим константу за знак интеграла.

(2) Интегрируем по таблице с помощью самой популярной формулы [image: image448.png]41
rdx=2 4
e+l




. Появившуюся константу [image: image449.png]


 целесообразно отделить от [image: image450.png]


 и вынести за скобку. Делать это не обязательно, но желательно – зачем лишние вычисления?

(3) Используем формулу Ньютона-Лейбница [image: image451.png]:
[#@as=reol= F)- P



. Сначала подставляем в [image: image452.png]


 верхний предел, затем – нижний предел. Проводим дальнейшие вычисления и получаем окончательный ответ. ☻
8.2.3. Задания для самостоятельной работы

Вариант 1
1)[image: image453.png]J:'(x’+4x)dx




2)[image: image454.png]



3)[image: image455.png]‘]:(ZXfx’)deI(ZXfx’)dx




4)*[image: image456.png]J.'Ssm4xdx





5)*[image: image457.png]I(X’+smx)dx




6)*[image: image458.png]



Вариант 2

1)[image: image459.png]I(fx’ +3)ar




2)[image: image460.png]



3)[image: image461.png]



4)*[image: image462.png]J.'ansﬁxdx





5)*[image: image463.png]



6)*[image: image464.png]I(zk e fj;(wa’) i




Вариант 3
1)[image: image465.png]I(X’ e)ar




2)[image: image466.png]I(ZXfx’)deJ:'(ZXfx’)dx




3)[image: image467.png]tIdr | 13xd
[+




4)*[image: image468.png]




5)*[image: image469.png]



6)*[image: image470.png]



Вариант 4
1)[image: image471.png]](—2x"+2x)dx




2)[image: image472.png]



3)[image: image473.png]



4)*[image: image474.png]



5)*[image: image475.png]



6)*[image: image476.png]:j(zk e fJ:'(Zxﬂ(’) i




Вариант 5

1)[image: image477.png]I(Xugxl)dx




2)[image: image478.png]



3)[image: image479.png]Sxdx
o




4)*[image: image480.png]J'. 2sinfixdx





5)*[image: image481.png]



6)*[image: image482.png]I(zg}r ) ae- Jlgne- P ax




Вариант 6

1)[image: image483.png]I(X’ e




2)[image: image484.png]]’(tg!)(fx’) aref{igar- ) an




3)[image: image485.png]



4)*[image: image486.png]



5)*[image: image487.png]



6)*[image: image488.png]



9. Тригонометрия

9.1. Применение тригонометрических формул к преобразованию выражений

9.1.1. Краткие теоретические сведения

Основные формулы тригонометрии
Тригонометрические тождества

sin² α + cos² α = 1

tg α · ctg α = 1

tgα =
[image: image489.wmf]a

a

cos

sin


ctgα = cosα ÷ sinα

1 + tg² α = 1 ÷ cos² α

1 + ctg² α = 1 ÷ sin² α

Формулы сложения

sin (α + β) = sin α · cos β + sin β · cos α

sin (α - β) = sin α · cos β - sin β · cos α

cos (α + β) = cos α · cos β - sin α · sin β

cos (α - β) = cos α · cos β + sin α · sin β

tg (α + β) = (tg α + tg β) ÷ (1 - tg α · tg β)

tg (α - β) = (tg α - tg β) ÷ (1 + tg α · tg β)

ctg (α + β) = (ctg α · ctg β + 1) ÷ (ctg β - ctg α)

ctg (α - β) = (ctg α · ctg β - 1) ÷ (ctg β + ctg α)

Формулы двойного угла

cos 2α = cos² α - sin² α
cos 2α = 2cos² α - 1

cos 2α = 1 - 2sin² α
sin 2α = 2sin α · cos α
tg 2α = (2tg α) ÷ (1 - tg² α)

ctg 2α = (ctg² α - 1) ÷ (2ctg α)

Формулысуммы и разности

[image: image490.png]axfB aFp
> cos—;

sin v + sin 3 = 2sin





[image: image491.png]a+p

cosa — cos 3 = —2sin






[image: image492.png]a+p

cos & + cos 3 = 2cos





[image: image493.png]_ sin(a £ §)
tgar £ tgf = —— 3





[image: image494.png]sin(8 £ a)
ctgar & ctgB = Snasn 3




9.1.2 Примеры решения задач

☺ Пример 1.Упростите выражения:tg2β(sin2β-1).

[image: image495.png]DegB(sin® B =
=g’ B -(sin? B—(sin® B +cos? By =
=ig’B-(sin® B—sin® f—cos’ f)=

p
sin
=g’ B - (—cos? ﬁ):’cos’ﬁ ~cos?

—sin® B

Omeem: —sin*



☻

☺ Пример 2.Упростите выражения:cos2α-(ctg2α+1)sin2α.
2) cos2α – (ctg2α +1) sin2α.=

[image: image496.png]1
os? @ ———sin @ = cos’@—
an’a

—cos? @~ (sin @ +cos’ @) =

os’@—sin*@—cos’ @ =—sin’@

Omeem: —sin ‘@



☻

☺ Пример 3.Упростите выражения:[image: image498.png]1-sinx



+[image: image500.png]L+sinx



.
3) 
[image: image501.png]cosx o eos & _ cos xl+sin x)+cos(l - sin x)
T=sinx I+snzx (I —sin x)(1 +sin 7)

c0s x+ cos xsin x+ cos X —cos xsin x _ 2cos x _ 2

T—sin®x cos?x  cos x

Omaem
Tos x



☻
☺ Пример 4.Упростите выражения:[image: image503.png]L+sinx



+[image: image505.png]


.

.4)

[image: image506.png]cosx_ sinx _ cosx-cosxtsin x(l+sin 2)
Tesinx | cosx cos x(1+sin 7)

cos® x+sin x+sin’ x 1+sin x 1

cosx cosx(l+sinx)  cosx

Omeem
cosx



☻

☺ Пример 5. Докажите тождество:
1) (tg α+ctg α)2– (tg α–ctg α)2= 4

[image: image507.png]tg'a + 2garigr +ctg'@ —tg'a + Lgariga —cig'm = 4,
drgarigr =4

4-1=4

4-4




Тождество доказано.☻

☺ Пример 6. Докажите тождество:
2) (1+tg α)2+(1-tg α)2=[image: image508.png]cofta



;

[image: image509.png]1+2go+igia+1-2ga+ig'a .
cof @

2
cofa

2+2ga=

2(1+tg3n):i
cofa
1 2

“wia wia
2 2

wofa cora




☻
9.1.3. Задания для самостоятельной работы

Вариант 1

1) sin75º+sin15º

cos36º+cos108º
Упростите выражения

2) [image: image511.png]ctga
tga+ctga





3) cos4a*cos6a+cos2a+sin4a*sin6a
4) [image: image513.png]cos2a+cos2b+2+sina+sinb+cosa+cosb+sin2assin2b
cos(a-b)





Вариант 2

1) sin105º-sin75º

sin105º+sin165º

Упростите выражения

2) cos2a-cos2a
3)* sin5x+sinx
4) [image: image515.png]1-sin4a

sinza»(1+sin2a)




Вариант 3

1.Упростите выражение:

a) (3 sin α + 2 cos α) 2 + (2 sin α – 3 cos α) 2.

b) [image: image517.png]cosPtg B
in 2 B - ctg B cos B,




c) (sinα + cos α) 2 + (sin α – cos α) 2.

2. Докажите тождество:
[image: image518.png]cosa + sinatga-1
cosa

0.





a) tg2α(1+tg2α)(1+ctg2α)–(1 – tg2α) 2=4tg2α.

b) cosα (sin α + cos α) (1 – tgα) =cos4α – sin4α.

3.Вычислите:

a) sin ([image: image520.png]


) – cos ([image: image522.png]


) + cos π – tg 0 + ctg ([image: image524.png]


).

b) sinπ + sin ([image: image526.png]


) – ctg ([image: image528.png]


) + tg π – cos [image: image530.png]


.

c) sinπ cos 2π + 5 tgπ – ctg ([image: image532.png]


).
4. Вычислите:
[image: image533.png]Sin 2, cos2a, tg2a



, если [image: image534.png]sina¢ =0,8 u & — y2o11uemsepmu.




5.*Упростите:

a) Cos215˚ – sin2 15˚

b) Sin15˚∙ cos15˚
[image: image535.png]


[image: image536.png]



9.2. Решение тригонометрических уравнений

9.2.1. Краткие теоретические сведения

Основные методы решения

Любое тригонометрическое уравнение в процессе решения с помощью надлежащих преобразований должно быть приведено к простейшим. Наиболее часто при решении тригонометрических уравнений применяются следующие методы:

· разложение на множители;

· способ замены (сведение к алгебраическим уравнениям);

· сведение к уравнениям, однородным относительно [image: image537.png]


 и [image: image538.png]cos X



;

· преобразование суммы тригонометрических функций в произведение;

· преобразование произведения тригонометрических функций в сумму;

· использование формул понижения степени;

· равенство одноименных тригонометрических функций;

· введение вспомогательного аргумента.

При этом, как правило, в процессе решения тригонометрического уравнения приходится использовать не один, а несколько из указанных выше методов.
Способ замены

Данным методом решаются уравнения вида   [image: image539.png]asin® x+bsinx+c =0, acos’x+bcosx+c=0 (a=0)



, [image: image540.png]atg’x +btge+c =0, actg’x + betgx+




 . Они сводятся к простейшим тригонометрическим уравнениям с помощью замены [image: image541.png]sinx=r1



 или [image: image542.png]COSX




. Уравнения [image: image543.png]asin®x+bcosx+c=0, acos’ x +bsinx+c=0



 не являются с виду алгебраическими, но их можно свести к алгебраическим:  [image: image544.png]acos® x—beosx—(a+c)=0, asin® x—bsinx - (a+c)



.

9.2.2. Примеры решения задач

☺ Пример 1. Решить уравнение [image: image545.png]cos’ ¥ +cosx—




.

Решение. Это уравнение является квадратным относительно [image: image546.png]cos X



. Поэтому сделаем замену [image: image547.png]COSX




. В результате получим уравнение [image: image548.png]


.
D=b2-4ac=(1)2-4∙(-2) =1+8=9
t1,2= [image: image550.png]~b+VD

2a




 ; t1=[image: image552.png]


= 1; t2=[image: image554.png]


 = -2
Его корни: [image: image555.png]t




 , то есть получаем уравнение[image: image556.png]COSX




 или [image: image557.png]COSX




. Первое уравнение дает [image: image558.png]x=2mk. keZ



. Второе уравнение не имеет корней.

Ответ: [image: image559.png]x=2mk. keZ



.☻
☺ Пример 2. Решить уравнение [image: image560.png]6c0s” X+ 5sin x—



.

Решение. Так как [image: image561.png]


, то уравнение можно представить в виде [image: image562.png]6(1-sin’x)+5sinx—7=



; [image: image563.png]6sin’ x—Ssinx+1=0



. Сделаем замену [image: image564.png]


. Получим квадратное уравнение [image: image565.png]


, решая которое, имеем: [image: image566.png]D=25-6.4=1f,=

|
>



,то есть [image: image567.png]


. Таким образом, получим два простейших уравнения [image: image568.png]


 или [image: image569.png]


. Решая их, имеем [image: image570.png]x:(%)‘%*dtk‘ kez



 или[image: image571.png]x:(fl)‘amsin%Jrlrk‘ kez



.

Ответ: [image: image572.png](ﬂ)‘%wﬂc, (71)‘arcsin%+lrk‘ kez



☻
☺ Пример 3. Решить уравнение:

[image: image573.png]


.

Решение. Это уравнение является однородным относительно [image: image574.png]


 и [image: image575.png]cos X



. Поэтому, разделив его на [image: image576.png]


 [image: image577.png](cosx=0)



, получим [image: image578.png]3tg’x - 2gx—1=0



. Введем новую переменную [image: image579.png]


 и решим квадратное уравнение [image: image580.png]


.
D=b2-4ac=(-2)2-4∙(-1)∙3 =4+12=16
t1,2= [image: image582.png]~b+VD

2a




 ; t1=[image: image584.png]


= 1; t2=[image: image586.png]


 = -[image: image588.png]



 Его корни [image: image589.png]1
G=lt=-z



. Получили два простейших тригонометрических уравнения [image: image590.png]1
—Lirg=—z
ge=1 =3



. Решая их, найдем: [image: image591.png]x=Zink kez
s



 или [image: image592.png]


.

Ответ: [image: image593.png]T ak —arcglink kez
1 3



.☻
9.2.3. Задания для самостоятельной работы

Вариант 1

Решите уравнения (1-5).

I. а) cosx=-1;          б)sinx= [image: image595.png]


;              в)ctgx=-[image: image597.png]


.
II. а) sin2x+sinx-2=0; б) 3sin2x-cosx+1=0.
III. а) sinx-cosx=0;б) 3sin2x+2[image: image599.png]


sinxcosx+cos2x=0.
IV. *a) sinx= -0,5;б)cosx=[image: image601.png]


в)tgx= -3.
V. *а) sinx+cosx=1;б)2cos2x+sin4x=1.
Вариант 2

Решите уравнения (1-5).

I. а) sinx=-1;          б)cosx= [image: image603.png]


;              в) tgx=-[image: image605.png]


.

II. а) cos2x-cosx-2=0; б) 3cos2x-2sinx+2=0.

III. а) sinx+cosx=0; б) 3sin2x-2[image: image607.png]


 sinxcosx+cos2x=0.

IV. *a) cosx= -0,5; б)sinx= [image: image609.png]e



в) tgx= -2.

V. *а) sinx-cosx=1; б)2cos2x-sin4x=1.

Вариант 3

Решите уравнения (1-5).

I. а) cosx=-1;          б)sinx= [image: image611.png]


;              в)ctgx=- [image: image613.png]


.

II. а) 2sin2x+sinx-1=0; б) 3cos2x-sinx+1=0.

III. а) [image: image615.png]


sinx-cosx=0; б) sin2x+2[image: image617.png]


 sinxcosx+3cos2x=0.

IV. *a) sinx= -0,6; б)cosx= [image: image619.png]


в) tgx= -4.

V. *а) sinx+cosx= -1; б)cos4x-cos2x=1.

[image: image620.jpg]
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